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Впервые на основе компьютерного моделирования с использованием метода конечных элементов оценена механиче-
ская роль минерального соединения, связывающего все минералы кости в целостный монолит. Путем многовариантных 
вычислительных экспериментов установлены качественные особенности и получены количественные оценки влияния 
перемычек на жесткость и напряженно-деформированное состояние элементарного представительного объема (ЭПО). 
Методом конечно-элементной гомогенизации определены эффективные упругие модули ЭПО нанокомпозита костной 
ткани с учетом наличия перемычек. Установлено, что наличие перемычки увеличивает жесткость костной ткани незави-
симо от направления действующих нагрузок и, следовательно, перемычка играет биологически важную роль, повышая 
прочностные свойства скелета при нестандартных направлениях нагрузки. Представленные в работе данные свидетель-
ствуют о крайне сложных механических феноменах развивающихся в минеральном матриксе, которые можно адекватно 
оценивать только при использовании компьютерного моделирования на основе морфологически корректных структур-
ных отношений его компонентов.
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For the first time on the basis of computer modeling using the finite element method the mechanical role of mineral 
compounds, binding all of the bone minerals in the whole monolith was evaluated. By multivariate computational experiments 
the authors established the qualitative features and obtained the quantitative assessment of the influence of the bridges on the 
stiffness and stress-strain state of the representative volume element (RVE). The effective elastic moduli of the nanocomposite 
bone RVE were estimated by the of finite element homogenization method taking into account the availability of bridges. The 
presence of the bridge enhances bone stiffness regardless of the direction of acting loads. Consequently, bridge plays an important 
biological role in increasing the strength properties of the skeleton at nonstandard directions of the load. Data presented in this 
paper show an extremely complex mechanical phenomena developing in the mineral matrix, which can be adequately assessed 
only by using a computer modeling based on the morphologically correct structural relationships of its components.
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Механические свойства скелета зависят от 
особенностей морфологической организации 
элементов, формирующих костные структуры 
на каждом масштабном уровне [1, 2, 3, 8, 9, 10, 
16, 17, 18, 26, 45, 49, 50, 51]. Зачастую при изуче-
нии этой зависимости объективными методами 
возникают методические трудности, которые 
преодолевают путем расчетного моделирова-
ния. Классическими примерами этого являют-
ся исследования G. Galilei [27] и J. Wolff [47]. 
G. Galilei, используя данный подход, впервые 
показал связь формы и размера костей с массой 
тела при выполнении несущей функции [27]. 
Значимость данной работы подтверждается по-
стоянными ссылками на нее специалистов, ра-
ботающих в области биомеханики костей [11, 
15, 23, 35, 41]. J. Wolff [47] сформулировал за-
кон, связывающий морфологические параме-
тры распределения трабекул в проксимальном 
отделе бедренной кости с ее механическими 
свойствами. Эти и последующие исследования 
ясно показали влияние морфологических пара-
метров пространственной организации скелета 
от макро- до наноуровня на его прочностные 
свойства [18, 19, 21, 22, 31, 32, 44, 45, 46]. На 
современном этапе методы компьютерного мо-
делирования используются в первую очередь 
при исследовании морфологических характе-
ристик костных структур на наноуровне. При 
этом необходимо учитывать, что использование 
расчетных методов возможно только в случаях 
существенного упрощения истиной морфоло-
гической структуры объекта исследования.

Подобное упрощение в ряде случаев приво-
дит к исключению важнейших особенностей 
организации исследуемых структур. Например, 
V. Sansalone с соавторами [40] представили 
костный матрикс как минеральную пену, обра-
зованную случайно распределенными кристал-
лами гидроксиапатита сферической формы в 
заполненных водой пространствах (поры), в ко-
торую встроены молекулы коллагена. Авторы 
подчеркивают, что причина подобного выбора – 
отсутствие детальной информации о структуре 
минерального матрикса. Данное утверждение 
противоречит фактам, так как за последние 50 
лет опубликованы воспроизводимые результа-
ты электронно-микроскопических исследова-
ний [4, 28, 33, 38, 39, 42], детализировавших рас-
пределение минералов в костном матриксе и на 
этой основе предложено несколько моделей его 
организации [4, 24, 29, 45, 46].

Другой недостаток вычислительного моде-
лирования – ограничение исследований преде-
лами минерализованных фибрилл коллагена 
[24, 28, 29, 44, 45, 46], поскольку они рассматри-
ваются как стандартный морфоструктурный 

блок, определяющий механические свойства 
костной ткани [17, 20, 22, 43]. В данном контек-
сте примером является исследование I. Jager и 
P. Fratzl [29], которые моделировали влияние 
морфологической структуры минерализован-
ных фибрилл на их механические свойства. 
Авторы показали, что более оптимальна органи-
зация минеральных частиц в фибриллах в шах-
матном порядке (staggered arrangement). При ее 
сравнении со строго параллельной в последней 
величина предельной нагрузки определяется 
разрушением слоя коллагена между параллель-
ными слоями кристаллов, а значения жесткости 
намного меньше экспериментальных. В то же 
время, при шахматном расположении минера-
лов ведущее значение имеет величина бокового 
интервала между минеральными пластинками. 
При его уменьшении начинает доминировать, 
не растяжение, а сдвиг матрицы коллагена в 
слоях между кристаллами.

Эти результаты в дальнейшем подтвердили 
Fang Yuan с соавторами [24], подчеркнув, что 
высокая прочность костной ткани в широком 
диапазоне нагрузок достигается комбинаци-
ей наличия вязкой матрицы коллагена и твер-
дых пластинок минерала, что и оптимизирует 
механические свойства композита. По наше-
му мнению, несмотря на кажущуюся привле-
кательность результатов, полученных этими 
и другими авторами, используемые модели 
имеют ряд принципиальных недостатков, ка-
сающихся истинной структурной организации 
костного матрикса: 

1)	 не учитываются внефибриллярно распо-
ложенные минералы;

2)	 предполагается, что нанопластинки ми-
нералов всегда разделены прослойками колла-
геновых молекул, что не соответствует действи-
тельности; элементы минерального матрикса 
каждой кости связаны минеральными соедине-
ниями [4] и формируют единый массив;

3)	 наблюдается несовпадение расчетных 
и экспериментально измеренных продольных 
жесткостей кости, вызванное, в частности, тем, 
что при расчетах не учитывается наличие меж-
кристаллических минеральных перемычек

По-нашему мнению, морфологическая мо-
дель Ю.И. Денисова-Никольского с соавтора-
ми [4] наиболее адекватно отражает структуру 
костного матрикса в наномасштабе (рис. 1). 
Согласно ей минералы располагаются в основ-
ном веществе внефибриллярно и внутрифи-
бриллярно. В межфибриллярных простран-
ствах объединения кристаллитов, прилегающие 
к коллагеновым фибриллам, окружают их, фор-
мируя манжетки, и контактируют с внутрифи-
бриллярными объединениями. На отдалении от 
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коллагеновых фибрилл кристаллиты образуют 
конгломераты, в которых они ориентированы 
в одном направлении. По отношению друг к 
другу эти конгломераты расположены под раз-
ными углами. Внутрифибриллярные объеди-
нения кристаллитов образуют ряд параллель-
ных, спирально закрученных пластов, которые 
ориентированы под углом 8–25° к оси фибрилл. 
Отдельные объединения минералов связывают 
соседние пласты, обеспечивая непрерывность 
минерального компонента фибрилл после уда-
ления органической составляющей.

ем, содержащий априори всю статистическую 
информацию относительно распределения и 
морфологии неоднородностей материала на 
рассматриваемом уровне. При формировании 
структуры ЭПО предполагалось, что объедине-
ния кристаллитов распределены в шахматном 
порядке и имеют размеры, существенно пре-
вышающие единичный кристаллит. Размеры 
минерального соединения близки к размерам 
отдельного кристаллита. В целом введенный 
упрощенный элемент морфологической модели 
костного матрикса представляет собой единый 
минеральный массив.

Простейший вариант ЭПО (ячейка ква-
зипериодичности) (рис. 2 а), схематично 
интерпретирующий микронеоднородность, 
представлен двумя фрагментами соседних 
минералов (¼ площади каждого) с перемыч-
кой. Учет возможности взаимной разориента-
ции конгломератов и перемычек, случайного 
распределения ориентаций, местоположений 
центров и размеров требует рассмотрения 
ЭПО, содержащих большее число конгломе-
ратов (рис. 2 б, в, г), простейший из которых 
(рис. 2 б) в 4 раза больше показанного на ри-
сунке 2 а. Увеличение числа конгломератов 
в ЭПО наряду с расширением возможностей 
учета нерегулярности микроструктуры кост-
ной ткани позволяет дать более точный про-
гноз эффективным механическим свойствам, 
поскольку влияние границ становится менее 
заметным.

Модель реализована в конечно-элементном 
программном комплексе PANTOCRATOR [7], 
позволяющем в процессе решения задачи инте-
рактивно изменять и анализировать на экране 
монитора фантомное изображение морфологи-
ческой структуры матрикса в наномасштабе, а 
также определять его эффективные жесткост-
ные и прочностные свойства.

Основные параметры вычислительной 
модели костного матрикса:

1.	 Задача решается в двумерной поста-
новке (плоское деформируемое состояние). 
ЭПОимеет прямоугольную форму.

2.	 В модели ЭПО использована также пря-
моугольная версия объединения кристаллитов, 
так как эта форма ближе к идеализированной 
форме кристаллита [6] и капланарного объеди-
нения [4], а также позволяет использовать при 
формировании ЭПО более простые конечно-эле-
ментные (КЭ) модели для проведения расчетов.

*Представительный объем – количество элементарных структурных единиц, при котором вычислительные ошибки, 
связанные с особенностями используемого метода становятся статистически несущественными.

Рис. 1. Распределение объединений кристаллитов в 
костном матриксе [4]

Целью данного исследования является раз-
работка расчетной наноуровневой морфо-
структурной модели костного матрикса с объе-
динением его минеральных элементов в единый 
массив минеральными соединениями и опре-
деление методом конечных элементов влияния 
этого соединения на жесткость и на распределе-
ние деформаций и напряжений в моделируемой 
структуре.

Материал и методы

Общие характеристики расчетной 
морфо-структурной модели

Расчетная модель, сформирована на осно-
ве морфологической модели Ю.И. Денисова-
Никольского с соавторами [4]. Для оценки 
влияния минерального соединения между 
объединениями кристаллитов на жесткость и 
прочность в расчетах использовалась упрощен-
ная модель – элементарный представительный 
объем*  (ЭПО) материала – наименьший объ-
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3.	 Размеры каждого объединения кристалли-
тов по главным осям составляют 2500×350 нм*, ми-
неральных перемычек – 200×30 нм; а общая доля 
минерального компонента соответствует 70%, что 
характерно для зрелой костной ткани.

4.	 Между каждой парой соседних объеди-
нений кристаллитов существует только одна 
перемычка.

5.	 Объединения кристаллитов расположе-
ны в шахматном порядке и погружены в органи-
ческий матрикс.

6.	 Модель характеризуется постоянным 
направлением осей объединения кристалли-
тов и перемычек, а также постоянным уровнем 
минерализации.

7.	 ЭПО представляет собой гетерогенный 
трехкомпонентный материал; краевые задачи 
определения напряженно-деформированного 
состояния ЭПО решаются в линейно упругой 
постановке.

8.	 В пределах характерного ЭПО модели 
эффективные свойства вычисляются осред-
нением напряженно-деформированного сос-
тояния материала, поэтому увеличение числа 
объединений кристаллитов в ЭПО точнее про-
гнозирует эффективные механические свой-
ства; параметры КЭ моделей ЭПО, использо-
ванные при расчетах, представлены в таблице 1.

9.	 Механические свойства отдельных ком-
понент модели принимались соответствующи-
ми изотропным материалам, значения упругих 
модулей на наноуровне заимствованы из лите-
ратуры [24, 25, 34] (табл. 2).

Основные задачи КЭ расчетов при модели-
ровании процессов деформирования ЭПО:

1)	 определить эффективные механические 
свойства ЭПО (задача гомогенизации).

2)	 получить экстремальные значения по-
лей напряжений гетерогенного ЭПО (задача 
гетерогенизации).

Таблица 1
Параметры конечно-элементных моделей ЭПО

КЭ модель ЭПО Число перемычек Число КЭ узлов Число КЭ
Число степеней 

свободы

П-¼ (1×1) 1 1013 312 2026

П-1×1 4 3265 1040 6530

П-2×2 16 12769 4160 25538

П-3×3 36 28513 9360 57026

П-4×4 64 60537 19976 121074

П-8×8 256 240833 79872 481666

Рис. 2. Конечно-элементные модели ЭПО наноструктурных элементов костной ткани с различным числом 
прямоугольных конгломератов: а – модель П¼ (1×1) (суммарно 1/2 конгломерата и 1 перемычка); б – модель П1×1 

(суммарно 2 конгломерата и 4 перемычки); в – модель П3×3 (суммарно 18 конгломератов и 36 перемычек),  
г – модель П5×5 (суммарно 50 конгломератов и 100 перемычек); где 1 – конгломерат, 2 – межкристаллитная 

перемычка, 3 – органический матрикс

*Указанные габариты минералов соответствуют размерам калькосферитов, описанных А. Boyde [13, 14] в формирующихся 
участках кости. Учитывая, что в минерализующемся костном матриксе у взрослого человека расстояния между фибриллами 
не превышают 20-30 нм, морфологический субстрат минерала включает в себя фрагменты минерализованных коллагеновых 
фибрилл (диаметром 50-80 нм и длиной до 2000 нм) с окружающими их «манжетками», единичные матриксные везикулы 
(диаметр 30-200 нм) и разнонаправленные плотные группы кристаллов, связывающие манжетки соседних фибрилл. 
Ориентация минералов в целом соответствует направлению хода коллагеновых структур (т.е. линиям нагрузки на кость), 
образующих костную пластинку.

а б в г
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Определение эффективных упругих 
свойств на основе КЭ расчетов

Эффективные свойства костной ткани на 
субмикроскопическом уровне принимались со-
ответствующими ортотропному упругому мате-
риалу, для которого закон Гука можно записать 
в виде:      уC=е 4 ⋅⋅     ,                                       (1)

где     – тензор*  деформаций,      – тен-
зор напряжений,    C4    – тензор упругих подат-
ливостей 4-го ранга, двумя точками обозначена 
операция свертки (двойного скалярного умно-
жения), которая в индексной форме имеет вид     

.

Черта над введенными тензорами означает со-
ответствие гомогенному (осредненному) мате-
риалу. Характеристики компонент гетерогенно-
го материала будут обозначаться без черты. Для 
ортотропного материала тензору  в собственных 
осях анизотропии соответствует симметричная 
матрица упругих податливостей  следующей 
структуры:
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где    
iE  ,   ijv  и   ijG  – модули Юнга, коэффици-

енты Пуассона и модули сдвига. В силу симме-
трии матрицы  [ ]C  выполняются равенства 
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Упругие модули определяются при одноос-
ном напряженном состоянии на основе соотно-

шений   . 

При произвольном напряженном состоянии 
для их вычисления необходимо находить реше-
ния системы алгебраических уравнений. 

При решении задачи в двумерной постановке 
(плоское деформированное состояние) достаточ-
но найти 4 упругих константы:  . Ряд 
упругих модулей в направлении оси 3 (ортого-
нальной рассматриваемой плоскости) может 
быть оценен без потери точности по правилу 
смесей. Разносопротивляемость костной ткани 
при растяжении и сжатии в рамках данной мо-
дели не учитывалась.

Для определения эффективных упругих 
свойств ЭПО нанокомпозита костной ткани ре-
шалась серия краевых задач с различными гра-
ничными условиями. Определяемые константы 
гомогенизированного материала должны обе-
спечивать равенство энергий при деформиро-
вании гомогенизированного и гетерогенного 
материала ЭПО Выбор граничных условий в 
виде,   где u - вектор перемещений,  
r – радиус вектор,  - заданный постоянный 
симметричный тензор, соответствующий раз-
личным деформируемым состояниям (осевые 
растяжения и сдвиги) или в виде    
где  – заданный постоянный тензор, позво-
ляет автоматически удовлетворить условию 
макрооднородности Хилла   . Для 
определения компонент матрицы эффективных 
упругих податливостей [ ]C  (2), использовались 
осредненные по представительному объему 
значения тензоров деформаций и напряжений, 
полученных в КЭ решении:

      
                        (3)                                                                        

Краевые задачи решались в предположении 
реализации плоского деформированного состо-
яния. Для определения двух модулей упруго-
сти  

1E   и  
2E  достаточно получить КЭ решение 

Таблица 2
Используемые значения упругих модулей отдельных компонент ЭПО

Показатель Ед. измерения Гидроксиапатит Коллаген Перемычка

Модуль Юнга (E) ГПа 65 0.65 65

Коэффициент 
Пуассона (v)

– 0.2 0.49 0.2

*Тензором 2-го ранга называется совокупность девяти величин 
ijT   , которые преобразуются при повороте системы 

координат по закону         , где    ),cos( ' miim ee=α косинусы углов между соответствующими базисными 

ортами повернутой    'ie и исходной систем координат   me . В прямом тензорном исчислении используется безындексная 

форма записи тензоров    
iiijT eeT = с введением для их обозначения символов выделенных жирным шрифтом.
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двух краевых задач при задании граничных ус-
ловий, обеспечивающих растяжение (или сжа-
тие) только в вертикальном и только в горизон-
тальном направлении.

Результаты и обсуждение

В процессе выполнения исследования реша-
лись последовательно следующие задачи:

1.	 Электронно-микроскопическое под-
тверждение наличия минеральных связей меж-
ду элементами минерального матрикса.

2.	 Оценка точности и достоверности ре-
зультатов расчетных исследований моделиру-
емой морфологической структуры в зависимо-
сти от числа учитываемых перемычек в ЭПО и 
степени его дискретизации.

3.	 Анализ распределения полей деформа-
ций и напряжений в расчетной морфологиче-
ской модели костного матрикса при различных 
видах нагружения.

4.	 Сравнение эффективных упругих 
свойств, распределения полей деформаций и 
напряжений в моделируемом костном матриксе 
при наличии и отсутствии перемычек.

5.	 Количественная оценка вида напряжен-
ного состояния и потенциальных механизмов 
разрушения.

Электронно-микроскопическое подтверж-
дение наличия минеральных связей между 
элементами минерального матрикса. При 
решении этой задачи были проанализированы 
результаты электронно-микроскопических ис-
следований пластинчатой ткани. В результате 
этих исследований установлено, что в сколотых 
фибриллах кристаллы образуют цепочки, состо-
ящие из структур пластинчатой формы (рис. 3). 
Стыкуясь в край, они часто формируют более 
крупные пластинки, состоящие из нескольких 
кристаллов. Соседние кристаллы и пластинки 
нередко располагаются в различных плоско-
стях, что не позволяет выявить полностью упо-
рядоченную структуру, состоящую из парал-
лельных слоев. Границы фибрилл в некоторых 
участках прослеживаются неотчетливо. Это 
обычно происходит в местах, где в межфибрил-
лярных промежутках отсутствуют кристаллы, 
циркулярно окутывающие фибриллы. В таких 
зонах выявляются параллельные слои или плот-
ные группы разнонаправленных кристаллов. 
Доказательством наличия минеральных связей 
является непосредственный контакт кристал-
лов, благодаря чему минеральная фаза кости 
представляет собой непрерывную структуру. По-
нашему мнению, этот морфологический элемент 

Рис. 3. Организация кристаллов костного 
минерала в матриксе пластинчатой кости. 

Скол деорганифицированного препарата ТЭМ. 
Платиноуглеродная реплика. Метка 50 нм.

Обозначения: Ф – кристаллы и их объединения  
в фибриллах; ↑ – кристаллы, циркулярно окружающие 

фибриллы и образующие их манжетки;  
ПГ – плотные группы разнонаправленных кристаллов  

в межфибриллярном пространстве

и является одним из основных факторов, опре-
деляющих биологически необходимый уровень 
механических свойств костных структур.

Оценка точности численных решений прове-
дена на основе анализа практической сходимости 
[48] значений эффективных модулей упругости 
ЭПО при увеличении числа ячеек периодич-
ности и получены верхняя и нижняя границы, 
соответствующие случаям задания в качестве 
граничных условий перемещений   и 
напряжений  (рис. 4).

 Установлено, что модели ЭПО, включа-
ющие 64 перемычки (П-4×4) и более дают 
удовлетворительную (статистически суще-
ственную) точность (достаточная близость 
к асимптотическому, т.е. предельному значе-
нию*). Это подтверждено также анализом за-
висимости экстремальных значений интенсив-
ности напряжений в ЭПО.

Анализ напряженно-деформированного сос-
тояния ЭПО c перемычками при различных ви-
дах нагружения. При растяжении ЭПО П 4×4 в 
вертикальном (рис. 5 а–д) и горизонтальном на-
правлениях (рис. 5 е–к) анализ распределения 
полей интенсивности напряжений по Мизесу σi 
показал, что в условиях вертикальной нагрузки 
в описанной выше морфологической модель-
ной структуре возникает две области экстре-
мальных значений (рис. 5 а): в угловых точках 

*Асимптотическое значение - предельное значение, достигаемое при движении вдоль некоторой кривой  
к горизонтальной, вертикальной или наклонной прямой (асимптоте)
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минералов и в областях их соединения с пере-
мычками. При этом напряжения в минерале 
значительно выше чем в органическом матрик-
се (рис. 5 а, б, е, ж), а деформации наоборот, зна-
чительно ниже (рис. 5 г, и).

Перемычка является наиболее нагруженным 
элементом ЭПО и при вертикальной (рис. 5 а, в), 
и при горизонтальной (рис. 5 е, ж) нагрузке, а 
углы минерала – только при вертикальном воз-
действии (рис. 5 а, б). Перемычка при верти-
кальной нагрузке работает на срез (рис. 5 л) с 
реализацией напряженного состояния, близко-

го к изгибу, а при горизонтальной – на растяже-
ние/сжатие (рис. 5 м).

Доказательством адекватности модели явля-
ется соответствие эффективных упругих моду-
лей  

1E  и  
2E , вычисленных с использованием 

уравнений (3) на основе результатов КЭ расчетов 
для ЭПО П-4×4 с учетом перемычек, эксперимен-
тальным данным, представленным в таблице 3.

Таким образом, и при горизонтальной, и при 
вертикальной нагрузке наибольший риск разру-
шения возникает в зонах соединения перемыч-
ки и минерала, однако в первом случае он выше. 

Рис. 4. Зависимость эффективных значений модулей упругости: a –  2E  в продольном направлении;  

б –  1E  в поперечном направлении от количества перемычек (ячеек периодичности) в ЭПО

Рис. 5. Распределение полей, характерных 
компонент тензора напряжений σ, 
тензора деформаций ε и энергии 
деформирования W в центральном 
фрагменте ЭПО П-4×4 (1/64 часть): 
а–д – при вертикальном воздействии;  
е–к – при горизонтальном воздействии;
деформированное состояние перемычки 
(с полями интенсивности напряжений):
л – при вертикальном воздействии;
м – при горизонтальном воздействии
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Возможно именно последнее является причиной 
формирования усталостных повреждений in 
vivo в процессе выполнения повседневных локо-
моторных функций. Результаты проведенных 
вычислительных экспериментов демонстриру-
ют особенности связи морфологии и функции 
костных структур в наномасштабе.

 Влияние перемычек на эффективные 
упругие свойства и напряженно-деформиро-
ванное состояние ЭПО исследовали, сравни-
вая результаты КЭ расчетов на модели с пере-
мычками (см. выше, рис. 6 а, в) с результатами, 
полученными в их отсутствии (при прочих рав-
ных условиях) (см. рис. 6 б, г).

Установлено, что наличие перемычек при 
растяжении в горизонтальном направлении по-
вышает уровень экстремальных напряжений 
(относительной интенсивности напряжений  на 

 61% (рис. 7 а)). При этом уровень интен-
сивности напряжений в угловой точке минера-

ла (точка B на рис. 6 а и 7 а) снижается на 
24%. Также снижается и уровень максималь-
ных горизонтальных деформаций коллагена 
на 3% и максимальных сдвиговых деформа-
ций на 6%.

При растяжении в вертикальном направлении 
наличие перемычек снижает уровень экстремаль-
ных напряжений (интенсивности напряжений на 
6% (рис. 7 б)), возникающих в угловой точке ми-
нерала (точка B на рис. 6 а и 7 б) и уровень макси-
мальных деформаций коллагена на 2%.

Перемычки увеличивают модуль упругости 
 
1E  (в горизонтальном направлении) на 15% и 

модуль упругости  
2E  (в вертикальном направ-

лении) на 7% (табл. 4). Следует отметить, что 
наблюдаемое увеличение жесткости вызвано 
изменением структуры (топологии) ЭПО, вно-
симым появлением перемычек, а не повышени-
ем минерализации, влияние которого на упру-
гие модули на два порядка меньше.

Таблица 3 
Сравнение расчетных значений эффективных упругих модулей  1E  и  2E  ЭПО  

костной ткани с экспериментальными данными

Источник данных Модуль упругости в продольном 

направлении  2E , ГПа

Модуль упругости в поперечном 

направлении  1E , ГПа

КЭ модель ЭПО П-4×4 16,0 12,0

Katsamanis F. 
с соавт. [30]

16,2 –

Lipson S.F.  
с соавт. [36]

25,0 15.0

Bonfield W.  
с соавт. [12]

18,5  9,5

Reilly D.T.  
с соавт. [37]

17,0 11,5

Рис. 6. Деформированное состояние центрального фрагмента ЭПО П-4×4 (1/64 часть)
при растяжении в горизонтальном направлении: а – с перемычкой; б – без перемычки; 

при растяжении в вертикальном направлении на графиках: в – с перемычкой;  
г – без перемычки; Цветом показаны распределения полей интенсивности напряжений по Мизесу σ
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Таким образом, перемычка влияет на харак-
тер деформирования коллагена в примыкающей 
к ней области, распределение интенсивности 
напряжений в минерале в окрестности места ее 
соединения и на значения эффективных упру-
гих модулей. Из изложенного следует, что нали-
чие перемычки увеличивает жесткость костной 
ткани независимо от направления действую-
щих нагрузок. Другими словами, перемычка 
биологически целесообразна, так как повыша-
ет жесткостные свойства костных структур не 
только при стандартных, но и при нестандарт-
ных направлениях нагрузки, моделируемых го-
ризонтальным сжатием.

Анализ вида напряженного состояния 
компонентов ЭПО

В работе [29] отмечено, что существуют об-
ласти, где органический матрикс находится в 
состоянии чистого сдвига, и области, где орга-
нический матрикс находится в состоянии ком-
бинации чистого сдвига с растяжением. При 
этом использовались упрощенные модели ЭПО, 
не учитывающие податливость конгломератов 
и наличие перемычек. Строгой количественной 

меры для вида напряженного состояния не вво-
дилось. В настоящей работе для определения 
вида напряженного состояния используется па-
раметр Лоде [5]

		            ,                        (4)

который изменяется в диапазоне от -1 до +1. 
Величины  представляют собой глав-
ные значения тензора напряжений, и предпо-
лагается, что . В состоянии чистого 
сдвига  равен 0 ( ), при одноос-
ном растяжении  достигает значения -1 
( ), и при одноосном сжатии  
равен +1 ( ). На рисунке 8 показа-
но распределение полей параметра Лоде в фраг-
менте центральной части ЭПО П-3×3 при мяг-
ком нагружении в вертикальном направлении. 
Полученные КЭ результаты совпадают с выво-
дами I. Jager с соавторами [29] о том, что орга-
нический матрикс в вертикальном межкристал-
литном зазоре находится в состоянии близком 
к чистому сдвигу (рис. 8, зеленый цвет). Кроме 
этого, установлено, что большая часть конгломе-
рата находится в состоянии растяжения (рис. 8, 

Рис. 7. Распределение интенсивности напряжений вдоль периметра конгломерата от точки А до точки  
В и далее до Е, (см. местоположение точек на рис. 6а): а – при горизонтальном воздействии,   

б – при вертикальном воздействии

Таблица 4
Сравнение расчетных значений эффективных упругих модулей  2E и  1E для ЭПО П-4×4 

с перемычками и без перемычек

ЭПО

Модуль упругости в продольном  
направлении  

2E , ГПа
Модуль упругости в поперечном  

направлении  
1E , ГПа

Граничные условия Граничные условия Граничные условия Граничные условия

С перемычками 16,0 12,7 12,7 10,8

Без перемычек 14,9 11,7 11,0 9,3

Отличие, % 7,4 8,5 15,4 16,1

ба
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синий цвет) за исключением областей, прилега-
ющих к сторонам, перпендикулярных действию 
нагрузки, а в случае наличия перемычки вид на-
пряженного состояния меняется в окрестности ее 
прикрепления. Причем указанные области не но-
сят локальный характер – зона комбинированно-
го растяжения и сдвига распространяется на всю 
ширину минерала. В перемычке напряженное со-
стояние неоднородно с областями комбинирован-
ного сжатия со сдвигом и растяжения со сдвигом.

Эти данные совместно с вышеизложенными 
свидетельствуют о крайне сложных механиче-
ских феноменах, развивающихся в минеральном 
матриксе, адекватно оценивать которые можно 
только при моделировании на основе морфоло-
гически корректных отношений его компонентов.

Заключение 

Впервые проанализирована механическая 
роль минеральной перемычки, связывающей 
объединения кристаллитов в единый минераль-
ный массив. Установлены качественные осо-
бенности и получены количественные оценки 
влияния перемычек на жесткость и напряжен-
но-деформированное состояние ЭПО. Методом 
конечно-элементной гомогенизации определе-
ны эффективные упругие модули элементар-
ного представительного объема нанокомпозита 
костной ткани с учетом наличия перемычек в 
предположении ортотропии результирующих 
свойств. Сравнение с экспериментальными дан-
ными показало хорошее совпадение с резуль-
татами предложенной модели. Показано, что в 
расчетах статистически репрезентативные дан-
ные можно получить, используя модели ЭПО, 
включающие 64 перемычки (П-4×4) и более. 

Произведен анализ напряженно-деформиро-
ванного состояния элементарного представитель-
ного объема в целях определения местоположения 
его наиболее критических элементов и механиз-
мов деформирования перемычек. Наиболее нагру-
женными элементами представительного объема 
являются углы конгломерата и области соеди-
нения перемычки с конгломератом. Появление 
перемычек снижает уровень экстремальных на-
пряжений конгломерата. При проведении вы-
числительных экспериментов установлено, что в 
вертикальном межкристаллитном зазоре органи-
ческий матрикс находится в состоянии близком к 
чистому сдвигу. Большая часть конгломерата на-
ходится в состоянии растяжения за исключением 
областей, прилегающих к сторонам перпендику-
лярных действию нагрузки, а в случае наличия 
перемычки вид напряженного состояния меняет-
ся в окрестности ее прикрепления.

Установлено, что, что риск разрушения возни-
кает в зонах соединения перемычки и минерала и 
при горизонтальной, и при вертикальной нагруз-
ке, однако в первом случае он выше. Тем не ме-
нее, перемычка увеличивает жесткость костной 
ткани независимо от направления действующих 
нагрузок, а значит, играет биологически важную 
роль, повышая прочностные свойства скеле-
та не только при стандартных (повседневных) 
направлениях нагрузки, но и при нестандарт-
ных, моделируемых горизонтальным сжатием. 
Представленные в работе данные свидетельству-
ют о крайне сложных механических феноменах, 
развивающихся в минеральном матриксе, кото-
рые адекватно оценивать можно только при их 
моделировании на основе морфологически кор-
ректных структурных отношений его компонент.

Рис. 8. Распределение полей параметра Лоде  (4), характеризующего 
вид напряженного состояния в фрагменте ЭПО с перемычкой (а) и без 
перемычки (б) при мягком нагружении в вертикальном направлении

ба
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